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Аннотация. Задачи теплопроводности с разрывными коэффициентами давно и хорошо исследуются. 

Следует отметить работы [1-5] , наиболее близкие по тематике к нашей работе. В работе Самарского А.А. [1] 

методом функции Грина и тепловых потенциалов доказана корректность первой начально-краевой задачи для 

уравнения теплопроводности с разрывным коэффициентом. А в работе казахстанских математиков Е.И. Ким и 

Б.Б. Баймуханов [2] методом потенциалов, сведением к интегральному уравнению доказана корректность первой 

начально-краевой задачи для двумерного уравнения теплопроводности с разрывным коэффициентом 

теплопроводности в полупространстве. 

В работах [3-5] c помощью тепловых потенциалов доказано существование классических решений 

различных краевых задач для уравнений параболического типа. 

В случае без разрыва спектральная теория этих задач построена практически полностью. Здесь можно 

отметить работы [6-16]. 

В данной работе обосновано решение методом разделения переменных начально-краевых задач для 

уравнения теплопроводности с кусочно-постоянным коэффициентом теплопроводности при общих нелокальных 

условиях и рассмотрены некоторые частные случаи. 

Ключевые слова: задачи теплопроводности с разрывными коэффициентами, уравнения 

теплопроводности.  

 

Постановка задачи.  

     В области  ,0,0:),( Ttlxtx   требуется найти функцию ),( txu   

удовлетворяющее уравнению  

     ),,(
,

0,

0

2

2

0

2

1
txf

lxxuku

xxuku

xxt

xxt

















                                            (1) 

начальному условию          

,0),()0,( lxxxu                                    (2) 

граничным условиям  

   ,0
,0),(),0(),(),0(

,0),(),0(),(),0(

24232221

14131211
Tt

tluatuatluatua

tluatuatluatua

xx

xx









                   (3) 



Қ.Жұбанов атындағы Ақтөбе өңірлік университетінің Хабаршысы, №2 (67), маусым, 2022 

Физика-математика ғылымдары 
 

 

95 
 

 

и условиям сопряжения 
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Метод решения. 

        Решение задачи (1)-(5) ищем в виде   0)()(),(  tTxYtxu .  Подставляя в 

уравнение (1)    и условия  (3)-(5), и разделяя переменные получаем следующую спектральную 

задачу  (  при   0),( txf  ) 
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Функция )(tT   является решением уравнения 0)()(  tTtT  . 

Нетрудно убедиться, что задача (6)-(8) несамосопряженная. Сопряженная задача к задаче  (6)-

(8) имеет вид:  
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где ijA  миноры матрицы 
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Собственные значения задачи (6)-(8) и сопряженной задачи (9)-(11) совпадают. 

Доказаны следующие теоремы. 
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Теорема 1 .   Для любых функций 𝜑(𝑥) ∈ 𝐶[0, 𝑙] ∩ 𝐶2[0, 𝑥0] ∩ 𝐶
2[𝑥0, 𝑙]  и 𝑓(𝑥, 𝑡) ∈

𝐶(Ω̅) ∩ 𝐶2(Ω0̅̅̅̅ ) ∩ 𝐶
2(Ω𝑙̅̅ ̅), удовлетворяющих краевым условиям (3) и условиям сопряжения (4)-

(5), существует единственное классическое решение  𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶(Ω̅) ∩ 𝐶2,1(Ω0̅̅̅̅ ) ∩ 𝐶
2,1(Ω𝑙̅̅ ̅) 

задачи (1)-(5). 

Теорема 2 .   Для любой функции 𝜑(𝑥) ∈ 𝑊2
1(0, 𝑙) ∩𝑊2

2(0, 𝑥0) ∩𝑊2
2(𝑥0, 𝑙) , 

удовлетворяющей краевым условиям (3) и условиям сопряжения (4)-(5), и любой  𝑓(𝑥, 𝑡) ∈

𝐿2(Ω) существует единственное обобщенное решение  𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ 𝑊2
2,1(Ω) задачи (1)-(5). Это 

решение является сильным решением задачи (1)-(5) и удовлетворяет оценке 

‖𝑢‖𝐿2(𝛺)
2 + ‖𝑢‖
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2 ≤ 𝐶 {‖𝑓‖𝐿2(𝛺)
2 + ‖𝜑‖𝑊22(0,𝑥0)

2 + ‖𝜑‖𝑊22(𝑥0,𝑙)
2 }. 

Далее детально изучим некоторые частные случаи. 
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В этом случае    собственные значения и собственные функции будут равны 
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Известно, что задача (12)-(14) несамосопряженная. Сопряженная задача имеет вид: 
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В этом случае собственные значения и собственные функции будут равны  
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т.е. собственные значения совпадают, а собственные функции отличаются на 

 кусочно-постоянный множитель. Оказывается, следующая задача самосопряженная: 
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В этом случае  нетрудно убедиться,что собственные значения и собственные функции будут 

равны  
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Собственные функции задачи (12)-(14) и  (15)-(17) отличаются на кусочно-постоянный 

множитель. Так как задача (15)-(17) самосопряженная, то собственные функции (18) образует 

базис Рисса. Тогда по известной теории, собственные функции задачи (12)-(14) также образует 

базис Рисса. 
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Собственные значения и собственные функции задачи (19)-(21)  будут равны  
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Сопряженная задача к задаче (19)-(21) имеет вид:  
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Собственные значения и собственные функции сопряженной задачи (22)-(24) будут 

равны  
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Итак, собственные значения задачи (19)-(21) и сопряженной задачи (22)-(24) 

совпадают, но собственные функции разные. Далее, необходимо  построить присоединенные 

функции. Нетрудно доказать, что система собственных и присоединенных функций образует 

безусловный базис.  

2) Далее рассмотрим следующую задачу 
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Спектральная задача (25)-(27) имеет две серии собственных значений:  
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где    n   - корни уравнения   ,
2 




r
ctg     ( можно построить график). 

Собственные функции имеют вид: 
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Нетрудно проверить, что собственные функции удовлетворяют граничным условиям  

(26) и условиям сопряжения (27). 

Используем теорему Руше. Известно, что     
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  222)2( )12()2( rnr nnn   ,   
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Итак  

 nпри
n

C
nn ,0)2()1(    (неусиленно регулярные ) 

Отсюда можно утверждать, что система собственных функций не образует безусловного 

базиса. 
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 Аңдатпа. Коэффициенттері үзілісті  параболалық типті теңдеулерді көптеген авторлар бұрыннан жақсы 

зерттеген. Бұл еңбектерде есептер потенциалдар әдісімен интегралдық теңдеулерге келтіріліп,  коэффициенттері 

үзілісті  параболалық типті теңдеулер үшін әртүрлі бастапқы-шеттік есептердің қисынды шығарылуы 

дәлелденген.  Үзіліссіз жағдайда бұл есептердің спектрлік теориясы толығымен  құрылған.  Бұл жұмыста жалпы 

локальды емес жағдайларда жылуөткізгіштік коэффициенті бөлікті- тұрақты жылуөткізгіштік  теңдеуі үшін 

бастапқы-шеттік есептерді айнымалыларды бөлу әдісімен шешу негізделіп, кейбір дербес  жағдайлар 

қарастырылған. 



Вестник Актюбинского регионального университета им. К. Жубанова, №2 (67), июнь, 2022 

Физико-математические науки 

 

 

102 

 

 Түйін сөздер: Жылуөткізгіштік теңдеу, үзілісті коэффициенттер, спектрлік теория, локалды емес 

шарттар, айнымалыларды бөлу әдісі. 

 

ON ONE NONLOCAL PROBLEM FOR THE EQUATION 

THERMAL CONDUCTIVITY WITH A PIECEWISE CONSTANT COEFFICIENT 
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 Abstract. Parabolic type equations with discontinuous coefficients have long been well studied by many 

authors. In these papers, the problems are reduced to integral equations by the method of potentials and the well-

posedness of various initial-boundary value problems for equations of parabolic type with discontinuous coefficients is 

proved. In the case without a discontinuity, the spectral theory of these problems is constructed almost completely. In 

this paper, we substantiate the solution by the method of separation of variables of initial-boundary value problems for 

the heat equation with a piecewise constant heat conduction coefficient under general non-local conditions and consider 

some special cases.  

 Keywords: Heat equation, discontinuous coefficients, spectral theory, nonlocal conditions, separation of 

variables method. 
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