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Аннотация. Исследованы мультипликаторы двойных рядов Фурье-Хаара в 

анизотропных пространствах Лоренца. Получены необходимые и достаточные условия для 

того чтобы последовательность 𝜆 = {𝜆𝑘1𝑘2
𝑗1𝑗2 }  принадлежала классу мультипликаторов 

𝑚(𝐿�̅�,�̅�  → 𝐿�̅�,�̅�) 
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Пусть 𝑋, 𝑌 - пространства функций, определенных на отрезке [0,1], таких, что 𝑋 ↪ 𝐿1. 

Пусть {𝜑𝑘} - полная ортонормированная система. Пусть функции 𝑓 ∊ 𝑋 соответствует ее ряд 

Фурье по данной системе {𝜑𝑘} 

𝑓~∑𝑎𝑘𝜑𝑘,

∞

𝑘=1

 

где 𝑎𝑘 - коэффициенты Фурье функции 𝑓  по системе {𝜑𝑘} . Будем говорить, что 

последовательность комплексных чисел 𝜆 = {𝜆𝑘}𝑘∊ℕ является мультипликатором рядов Фурье 

по системе {𝜑𝑘} из пространства X в пространство Y, если для функции f ∊  X с рядом Фурье 

∑𝑎𝑘𝜑𝑘

∞

𝑘=1

 

найдется функция fλ ∊  Y,  ряд Фурье которой совпадает с рядом 

∑𝜆𝑘𝑎𝑘𝜑𝑘

∞

𝑘=1

 

mailto:anar_bashirova@mail.ru
mailto:er-nurs@yandex.ru
mailto:tleukhanova@rambler.ru


Вестник Актюбинского регионального университета им. К. Жубанова, №2 (67), июнь, 2022 

Физико-математические науки 

 

 

54 

 

и оператор 𝛬f =  fλ является ограниченным оператором из X в Y. 

Множество 𝑚(𝑋 → 𝑌) всех определенных таким образом мультипликаторов является 

линейным нормированным пространством с нормой 

‖𝜆‖𝑚(𝑋→𝑌 ) = ‖𝛬‖𝑋→𝑌 . 

Для тригонометрических рядов известна фундаментальная теорема Марцинкевича [1]: 

Теорема. Пусть 1 <  𝑝 < ∞, 𝜆 = {𝜆𝑚}𝑚∊ℤ - последовательность вещественных чисел, 

удовлетворяющих условию 

𝐹0(𝜆) = sup
𝑚∊ℕ

( ∑ |𝜆𝑘 − 𝜆𝑘+1| + |𝜆−𝑘 − 𝜆−𝑘−1|

2𝑚+1

𝑘=2𝑚

) + sup
𝑚∊ℤ

|𝜆𝑚| < ∞, 

тогда 𝜆 - мультипликатор в 𝐿𝑝[0,2𝜋) и  

‖𝜆𝑚‖ ≤ 𝑐𝐹0(𝜆). 

Дальнейшее развитие теории мультипликаторов тригонометрических рядов Фурье 

можно найти в работах Лизоркина П.И. [2, 3], Нурсултанова Е.Д. и Тлеухановой Н.Т. [4-6], 

Смаилова Е.С. и Тлеухановой Н.Т. [7], Юдина В.А. [8]. 

Рассмотрим последовательность 𝜆 = {𝜆𝑘
𝑗
}
(𝑘,𝑗)∊𝛺

. Всякая последовательность 𝜆 

порождает оператор 𝛬, который на полиномах по системе Хаара определяется следующим 

образом: 

𝛬(∑∑𝑎𝑘
𝑗(𝑓)

2𝑘

𝑗=1

𝑁

𝑘=0

𝜒𝑘
𝑗(𝑥)) = ∑∑𝜆𝑘

𝑗
𝑎𝑘
𝑗

2𝑘

𝑗=1

𝑁

𝑘=0

𝜒𝑘
𝑗(𝑥). 

Согласно классической теореме Пэли-Марцинкевича [9], если 1 <  𝑝 <  ∞ и 

𝑠𝑢𝑝
(𝑘,𝑗)∊𝛺

|𝜆𝑘
𝑗
| < ∞, то 

‖𝛬𝑓‖𝐿𝑝 ≤ 𝑐𝑝‖𝑓‖𝐿𝑝 

для всех 𝑓 ∊ 𝐿𝑝.  Точное значение с𝑝 = max(𝑝, 𝑝
′) − 1 , где  

1

𝑝
+

1

𝑝′
= 1  найдено 

Буркхолдером Д. [10]. Мультипликаторы по системе Хаара изучались в работах С. Яно [11], 

Новикова И.Я., Семенова E.М. [12], Кротова В.Г. [13] и др. 

Согласно [12, с.127, теорема 12.1], если 1 <  𝑝 <  𝑞 <  ∞, то 

‖𝛬‖𝑚(𝐿𝑝 →  𝐿𝑞) ≍ sup
(𝑘,𝑗)∊Ω

|𝜆𝑘
𝑗
|2
𝑘(

1

𝑝
−
1

𝑞
)
,                                   (2) 

где константы эквивалентности зависят только от 𝑝, 𝑞.  
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Исследованию мультипликаторов рядов Фурье по системе Хаара в более общих 

пространствах посвящены работы [14-18]. Вопрос о мультипликаторах кратных рядов Фурье-

Хаара оставался открытым.  

Целью нашей работы является исследование мультипликаторов двойных рядов Фурье-

Хаара в анизотропных пространствах Лоренца. 

Пусть 𝑓 измеримая функция, принимающая почти всюду конечные значения: 

𝑚(𝜎, 𝑓) = 𝜇({𝑥: 𝑥 ∊ [0,1], |𝑓| > 𝜎}) 

её функция распределения. Функция: 

𝑓∗(𝑡) = inf{𝜎:𝑚(𝜎, 𝑓) ≤ 𝑡},    𝑡 > 0 

называется невозрастающей перестановкой функции 𝑓. 

Пусть 𝑓(𝑥1, 𝑥2) - измеримая на [0,1]2 функция, через 𝑓∗1∗2(𝑡1, 𝑡2) обозначим функцию, 

полученную применением невозрастающей перестановки к функции 𝑓(𝑥1, 𝑥2) 

последовательно по переменным 𝑥1, 𝑥2. 

Пусть �̅� = (𝑝1, 𝑝2), 𝜏̅ = (𝜏1, 𝜏2) такие, что если 0 < 𝑝𝑖 < ∞, то 0 ≤ 𝜏𝑖 ≤ ∞, если 𝑝𝑖 = ∞, 

то и 𝜏𝑖 = ∞ , 𝑖 = 1, 2 . Анизотропным пространством Лоренца 𝐿�̅�,�̅�[0,1]
2  [19] назовем 

множество функций, для которых конечна величина: 

‖𝑓‖𝐿�̅�,�̅�[0,1]2 = (∫(∫(𝑡2
1

𝑝2𝑡1
1

𝑝1𝑓∗1∗2(𝑡1, 𝑡2))

𝜏1 𝑑𝑡1
𝑡1

1

0

)

𝜏2
𝜏11

0

𝑑𝑡2
𝑡2
)

1

𝜏2

. 

Здесь и далее, когда 𝜏 = ∞, интеграл (∫ (𝜑(𝑡))𝜏
1

0

𝑑𝑡

𝑡
)

1

𝜏
понимается как sup

𝑡>0
𝜑(𝑡).  

Тогда верна следующая теорема. 

Теорема 1. Пусть 1 < �̅� < �̅� < ∞, 0 < �̅�, �̅� ≤ ∞, 
1

𝜉𝑖
= (

1

𝑠𝑖
−

1

𝑟𝑖
)
+
= 𝑚𝑎𝑥 {

1

𝑠𝑖
−

1

𝑟𝑖
, 0}, 𝑖 =

1, 2. Тогда последовательность комплексных чисел 𝜆 = {𝜆𝑘1𝑘2
𝑗1𝑗2 }

(𝑘𝑖,𝑗𝑖)∊𝛺
 является 

мультипликатором из 𝐿�̅�,�̅�[0,1]
2 в 𝐿�̅�,�̅�[0,1]

2 тогда и только тогда, когда 

(

  
 
∑

(

 ∑ (2
𝑘1(

1

𝑝1
−
1

𝑞1
)+𝑘2(

1

𝑝2
−
1

𝑞2
)
sup

1≤𝑗𝑖≤2
𝑘𝑖

𝑖=1,2

|𝜆𝑘1𝑘2
𝑗1𝑗2 |)

𝜉1
∞

𝑘1=0
)

 

𝜉2
𝜉1

∞

𝑘2=0

)

  
 

1

𝜉2

< ∞ 

и верно 
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‖𝜆‖𝑚(𝐿�̅�,�̅�[0,1]2→  𝐿�̅�,�̅�[0,1]2) ≍

(

  
 
∑

(

 ∑ (2
𝑘1(

1

𝑝1
−
1

𝑞1
)+𝑘2(

1

𝑝2
−
1

𝑞2
)
sup

1≤𝑗𝑖≤2
𝑘𝑖

𝑖=1,2

|𝜆𝑘1𝑘2
𝑗1𝑗2 |)

𝜉1
∞

𝑘1=0
)

 

𝜉2
𝜉1

∞

𝑘2=0

)

  
 

1

𝜉2

. 

Здесь и далее в случае, когда 𝜉𝑖 = +∞, соответствующая сумма в выражении справа 

заменяется на супремум. 

Следствие 1. Пусть 1 < 𝑝 < 𝑞 < ∞, 0 < 𝑟, 𝑠 ≤ ∞, 
1

𝜉
= (

1

𝑠
−
1

𝑟
)
+
= 𝑚𝑎𝑥 {

1

𝑠
−
1

𝑟
, 0}. Тогда 

последовательность комплексных чисел 𝜆 = {𝜆𝑘
𝑗
}
(𝑘,𝑗)∊𝛺

 является мультипликатором из 

𝐿𝑝,𝑟 [0,1] в 𝐿𝑞,𝑠[0,1] тогда и только тогда, когда 

(∑(2
(
1

𝑝
−
1

𝑞
)𝑘

𝑠𝑢𝑝
1≤𝑗≤2𝑘

|𝜆𝑘
𝑗
|)

𝜉∞

𝑘=0

)

1

𝜉

≤ 𝐾, 

причем 

‖𝜆‖𝑚(𝐿𝑝,𝑟 [0,1]→  𝐿𝑞,𝑠[0,1]) ≍ (∑(2
(
1

𝑝
−
1

𝑞
)𝑘

𝑠𝑢𝑝
1≤𝑗≤2𝑘

|𝜆𝑘
𝑗
|)

𝜉∞

𝑘=0

)

1

𝜉

. 

Замечание 1. В отличие от результатов работ [14, 16], утверждение следствия 1 

охватывает случай, когда 𝑟 > 𝑠, а так же случай 0 < 𝑟, 𝑠 < 1 
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Аңдатпа. Қос Фурье-Хаар қатарларының анизотропты Лоренц кеңістіктеріндегі мультипликаторлары 

зерттелді. 𝜆 = {𝜆𝑘1𝑘2
𝑗1𝑗2 }   тізбегі 𝑚(𝐿�̅�,�̅�  → 𝐿�̅�,�̅�)  мультипликаторлар класына тиісті болуы үшін қажетті және 

жеткілікті шарттар анықталды.  

Түйінді сөздер: Фурье қатары, Хаар жүйесі, Фурье қатарларының мультипликаторлары, анизотропты 

Лоренц кеңістігі 
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Аннотация. Исследованы мультипликаторы двойных рядов Фурье-Хаара в 

анизотропных пространствах Лоренца. Получены необходимые и достаточные условия для 

того чтобы последовательность 𝜆 = {𝜆𝑘1𝑘2
𝑗1𝑗2 }  принадлежала классу мультипликаторов 

𝑚(𝐿�̅�,�̅�  → 𝐿�̅�,�̅�) 
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анизотропное пространство Лоренца 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

mailto:anar_bashirova@mail.ru
mailto:er-nurs@yandex.ru
mailto:tleukhanova@rambler.ru
mailto:anar_bashirova@mail.ru
mailto:er-nurs@yandex.ru
mailto:tleukhanova@rambler.ru

